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Complexe canonique d’une alge`bre de Lie re´ductive.
Jean-Yves CHARBONNEL
Universite´ Paris 7 - CNRS
Abstract. Let g be a finite dimensional complex reductive Lie algebra and
〈., .〉 an invariant non degenerated bilinear form on g × g which extends the
Killing form of [g, g] . We define the homology complex C•(g). Its space is the
algebra S(g) ⊗C S(g) ⊗C ∧ (g) where S(g) and ∧ (g) are the symmetric and
exterior algebras of g . The differential of C•(g) is the S(g) ⊗C S(g)-derivation
which associates to the element v of g the function (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 on g× g .
Then the complex C•(g) has no homology in degree strictly bigger than rkg .
1. Introduction.
Soient g une alge`bre de Lie re´ductive complexe de dimension finie, S(g) et
∧ (g) les alge`bres syme´trique et exte´rieure de g. La repre´sentation coadjointe de g
s’identifie a` sa repre´sentation adjointe au moyen d’une forme biline´aire syme´trique
invariante, non de´ge´ne´re´e, 〈., .〉 , qui prolonge la forme de Killing de [g, g]. On
appelle complexe canonique de l’alge`bre de Lie g le complexe d’homologie C•(g)
d’espace S(g)⊗CS(g)⊗C∧ (g) dont la diffe´rentielle est la S(g)⊗CS(g)-de´rivation qui
a` l’e´le´ment v de g associe la fonction (x, y) 7→ −〈v, [x, y]〉 . La varie´te´ commutante
de g est la sous-varie´te´ Cg des points (x, y) de g× g tels que [x, y] soit nul. Il est
facile de voir que le support dans g×g de l’homologie du complexe canonique de g
est contenu dans la varie´te´ commutante de g. Le re´sultat principal de ce me´moire
est le the´ore`me :
The´ore`me. Le complexe C•(g) n’a pas d’homologie en degre´ strictement supe´-
rieur au rang rkg de g. En outre, pour tout entier i infe´rieur a` rkg, le complexe
C•(g) a de l’homologie en degre´ i.
On montrera dans un prochain article qu’un certain sous-complexe de C•(g)
joue un roˆle important dans l’e´tude de la varie´te´ commutante de g. Dans ce
me´moire, le corps de base est le corps des nombres complexes, les espaces vectoriels
et les alge`bres de Lie conside´re´s sont de dimension finie. On de´signe par g une
alge`bre de Lie re´ductive, par G son groupe adjoint, par rkg son rang et par 〈., .〉
une forme biline´aire syme´trique, non de´ge´ne´re´e g-invariante sur g qui prolonge la
forme de Killing de g. On identifie g a` son dual au moyen de 〈., .〉 . Si V est un
espace vectoriel, V ∗ de´signe son dual. Si a est une alge`bre de Lie et si m est un
sous-espace de g, on note m(x) le sous-espace des e´le´ments de m qui centralisent
l’e´le´ment x de a et m(x′) le sous-espace des e´le´ments de m qui stabilisent la forme
line´aire x′ sur a pour l’action coadjointe de a dans a∗ . On utilise la topologie de
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Zariski sur les varie´te´s alge´briques conside´re´es. Si X est une varie´te´ alge´brique,
OX de´signe le faisceau structural de X et OX,x l’anneau local au point x de
X . Sauf mention contraire, un point de X est un point ferme´. Conforme´ment a`
l’usage, pour tout ouvert Y de X et pour tout faisceau F sur X , Γ(Y,F) de´signe
l’espace des sections de F au dessus de Y . La suite de ce me´moire se divise en 3
sections :
2) dimension projective et cohomologie,
3) exemple de complexe,
4) complexe canonique d’une alge`bre de Lie re´ductive.
2. Dimension projective et cohomologie.
Soient X une varie´te´ alge´brique affine, de Cohen-Macaulay et C[X] l’anneau
des fonctions re´gulie`res sur X . On note U un ouvert de X , S le comple´mentaire
de U dans X et p la codimension de S dans X . On de´signe par P• un complexe
de C[X]-modules projectifs de type fini, de longueur finie l , et par ε un mor-
phisme d’augmentation du complexe P• d’image K , d’ou` un complexe augmente´
de modules
0
d
−→ Pl
d
−→ Pl−1
d
−→ · · ·
d
−→ P0
ε
−→ K → 0 .
On note P• la localisation sur X du complexe P• , K0 la localisation sur
X du noyau de ε , K la localisation sur X de K et Ki le noyau du morphisme
Pi → Pi−1 pour i entier strictement positif.
Lemme 2.1. On suppose que S contient le support de l’homologie du complexe
augmente´ P• .
i) Pour tout OX -module projectif P , le groupe de cohomologie H
i(U,P) est
nul pour tout entier i strictement positif et strictement infe´rieur a` p− 1.
ii) Pour tout entier naturel j infe´rieur a` l , le groupe de cohomologie
Hi(U,Kl−j) est nul si i est un entier strictement positif et strictement infe´rieur a`
p− j .
iii) Le groupe de cohomologie Hi(U,K) est nul pour tout entier i strictement
positif et strictement infe´rieur a` p− l − 1.
De´monstration. i) Soit i un entier positif strictement infe´rieur a` p − 1.
Puisque le foncteur H i(U, •) commute a` la somme directe, il suffit de montrer
que H i(U,OX) est nul. Puisque S est un ferme´ de X , on a la suite exacte longue
de cohomologie relative
· · · → HiS(X,OX)→ H
i(X,OX)→ H
i(U,OX)→ H
i+1
S (X,OX)→ · · · ;
or H i(X,OX) est nul car X est affine ; donc H
i(U,OX) est isomorphe au groupe de
cohomologie relative H i+1S (X,OX) pour tout entier strictement positif i. La varie´te´
X e´tant de Cohen-Macaulay, la codimension p de S est e´gale a` la profondeur de
son ide´al de de´finition dans C[X] ; or i + 1 est strictement infe´rieur a` p ; donc
H i+1S (X,OX) est nul. Il en re´sulte que H
i(U,OX) est nul.
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ii) Puisque S contient le support de l’homologie du complexe P• , pour tout
entier naturel j , on a la suite exacte courte de OU -modules
0→ Kj+1 |U → Pj+1 |U → Kj |U → 0 .
Il en re´sulte la suite exacte longue de cohomologie
· · · → Hi(U,Pj+1)→ H
i(U,Kj)→ H
i+1(U,Kj+1)→ H
i+1(U,Pj+1)→ · · · ;
donc d’apre`s (i), pour i entier strictement positif et strictement infe´rieur a` p− 2,
les groupes de cohomologie H i(U,Kj) et H
i+1(U,Kj+1) sont isomorphes car Pj+1
est un module projectif. Puisque Pi est nul pour i stictement supe´rieur a` l , Kl−1
et Pl ont des restrictions a` U isomorphes. En particulier, H
i(U,Kl−1) est nul pour
i strictement infe´rieur a` p − 1 d’apre`s (i). Un raisonnement par re´currence sur j
montre alors que le groupe de cohomologie H i(U,Kl−j) est nul pour i strictement
infe´rieur a` p− j .
iii) Soit i un entier strictement positif et strictement infe´rieur a` p− l − 1.
De la suite exacte courte
0→ K0 |U → P0 |U → K |U → 0 ,
on tire la suite exacte
Hi(U,P0)→ H
i(U,K)→ Hi+1(U,K0)→ H
i+1(U,P0) ;
or d’apre`s (i), les groupes H i(U,P0) et H
i+1(U,P0) sont nuls ; donc d’apre`s (ii),
H i(U,K) est nul.
On suppose que K est le noyau d’un morphisme θ du module projectif de
type fini P dans le module projectif de type fini P ′ . Soient R l’image de θ et R′
un sous-module de P ′ qui contient R . On de´signe respectivement par P , P ′ , R,
R′ , θ les localisations respectives sur X de P , P ′ , R , R′ , θ .
Proposition 2.2. On suppose que p est strictement supe´rieur a` l + 2, que X
est normal et que S contient le support de l’homologie du complexe augmente´ P• .
i) Si R et R′ ont meˆme restriction a` U , alors R est e´gal a` R′ .
ii) Le complexe P• est une re´solution de K .
iii) Si R et R′ ont meˆme restriction a` U , le complexe augmente´
0→ Pl → · · · → P0 → P → R
′ → 0 ,
est une re´solution projective de R′ de longueur l + 1.
De´monstration. i) On suppose que R et R′ ont meˆme restriction a` U . Alors
on a la suite exacte courte de OU -modules
0→ K |U → P |U →R
′ |U → 0 ,
d’ou` la suite exacte longue de cohomologie
0→ Γ(U,K)→ Γ(U,P)→ Γ(U,R′)→ H1(U,K)→ · · · .
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D’apre`s l’assertion (iii) du lemme 2.1, H1(U,K) est nul car 1 est strictement
infe´rieur a` p− l − 1 ; donc on a la suite exacte courte
0→ Γ(U,K)→ Γ(U,P)→ Γ(U,R′)→ 0 .
Puisque le comple´mentaire de U dans X est de codimension supe´rieure a` 2, U
est partout dense dans X car X est une varie´te´ de Cohen-Macaulay. En outre, la
restriction de X a` U est un isomorphisme de P sur Γ(U,P) car X est une varie´te´
normale. Soit ϕ dans R′ . Alors il existe un e´le´ment ψ de P dont l’image par θ a
meˆme restriction a` U que ϕ . Il en re´sulte que ϕ− θ(ψ) est un e´le´ment de torsion
de P ′ ; donc ϕ est e´gal a` θ(ψ). Par suite, R est e´gal a` R′ car R′ contient l’image
R de θ .
ii) Pour j entier naturel, on note Zj l’espace des cycles de degre´ j du
complexe P• et pour j = −1, on pose K = Z−1 . Par hypothe`se, pour tout entier
j supe´rieur a` −1, S contient le support de l’homologie du complexe augmente´
0→ Pl → · · · → Pj+1 → Zj → 0 ;
or pour tout j supe´rieur a` −1, p est strictement supe´rieur a` l − j ; donc d’apre`s
l’assertion (i), Zj est l’image de Pj+1 dans Pj pour tout entier naturel j et Z−1
est l’image de P0 . Cela revient a` dire que le complexe P• est une re´solution de K .
iii) L’assertion re´sulte des assertions (i) et (ii).
Corollaire 2.3. Soient C• un complexe de C[X]-modules de type fini de longueur
strictement positive l et d un entier naturel. On suppose que les trois conditions
suivantes sont re´alise´es :
1) X est normal et S contient le support de l’homologie du complexe C• ,
2) pour tout entier naturel i, Ci est un sous-module d’un module libre,
3) pour tout entier strictement positif i, la dimension projective de Ci est
infe´rieure a` i+ d.
Pour j entier naturel infe´rieur a` l , on de´signe par Zj l’espace des cycles de degre´
j du complexe C• . Si p est strictement supe´rieur a` 2l+d, alors le complexe C• est
acyclique. En outre, la dimension projective de Zj est infe´rieure a` 2l+ d− j − 1.
De´monstration. On suppose p strictement supe´rieur a` 2l+ d . On montre en
raisonnant par re´currence sur l − j que le complexe
0→ Cl → · · · → Cj+1 → Zj → 0 ,
est acyclique et que la dimension projective de Zj est infe´rieure a` 2l + d− j − 1.
Pour j = l , le support de Zj est contenu dans S ; or Cl est un sous-module
d’un module libre ; donc Zl est nul. Puisque Zl−1 est un sous-module d’un module
libre, Zl−1 est l’espace des bords de degre´ l−1 du complexe C• d’apre`s l’assertion
(iii) de la proposition 2.2 car l + d + 1 est strictement infe´rieur a` p. Il en re´sulte
que la dimension projective de Zl−1 est infe´rieure a` l + d . On suppose j infe´rieur
a` l − 2 et l’assertion vraie pour j + 1. Par hypothe`se, Cj+1 a une re´solution
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projective P• de longueur au plus j + d + 1. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence,
Zj+1 a une re´solution projective Q• de longueur au plus 2l + d − j − 2. On en
de´duit un complexe augmente´ R• de modules projectifs de longueur infe´rieure a`
2l + d− j − 1,
0→ Q2l+d−j−2 ⊕ P2l+d−j−1 → · · · → Q0 ⊕ P1 → P0 → Zj → 0 .
De´signant par d les diffe´rentielles des complexes Q• et P• , la restriction a` Qi⊕Pi+1
de la diffe´rentielle de R• est l’application
(x, y) 7→ (dx, dy + (−1)iδ(x)) ,
ou` δ est l’application de Qi dans Pi qui re´sulte de l’injection de Zj+1 dans Cj+1 .
Puisque P• et Q• sont des re´solutions projectives, le complexe R• est un complexe
de modules projectifs qui n’a pas d’homologie en degre´ positif ; donc le support
de l’homologie du complexe augmente´ R• est contenu dans S . Il re´sulte alors
de l’assertion (iii) de la proposition 2.2 que R• est une re´solution projective de
longueur 2l + d− j − 1 de Zj car Zj est un sous-module d’un module libre, d’ou`
le corollaire.
3. Exemple de complexe.
Dans cette section, on donne un exemple de complexe d’homologie qui
sera utilise´ dans la suite de ce me´moire. Soient X une varie´te´ alge´brique affine,
irre´ductible et C[X] l’alge`bre des fonctions re´gulie`res sur X . Dans ce qui suit,
on de´signe par V un espace vectoriel. On note respectivement S(V ) et ∧ (V )
les alge`bres syme´trique et exte´rieure de V . Pour tout entier i, Si(V ) et ∧ i(V )
de´signent respectivement les sous-espaces de degre´ i pour leurs graduations usuelles
des alge`bres S(V ) et ∧ (V ). En particulier, pour i strictement ne´gatif, Si(V ) et
∧ i(V ) sont nuls.
3.1 Soient λ une application line´aire de V dans C[X] et θλ l’application line´aire
C[X]⊗C V
θλ−→ C[X] , a⊗v 7→ aλ(v) ,
ou` a est dans C[X] et ou` v est dans V .
De´finition 3.1. On appelle complexe canonique associe´ a` λ et on le note C•(λ)
le complexe d’espace C[X] ⊗C ∧ (V ) dont la diffe´rentielle est la C[X]-de´rivation
de l’alge`bre C[X] ⊗C ∧ (V ) qui prolonge θλ . La graduation naturelle de ∧ (V )
induit sur C•(λ) une structure de complexe gradue´. On de´signe par Kλ et Iλ le
noyau et l’image de θλ .
Pour pi automorphisme de la varie´te´ X , on de´signe par pi# l’automorphisme
de l’alge`bre C[X] ⊗C ∧ (V ) qui a` l’application ϕ de X dans ∧ (V ) associe ϕ◦pi
et λpi l’application de V dans C[X] qui a` l’e´le´ment v associe la fonction λ(v)◦pi
sur X .
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Lemme 3.2. Soient pi un automorphisme de X et d la diffe´rentielle du com-
plexe C•(λ).
i) Le module Kλpi et l’ide´al Iλpi sont les images respectives de Kλ et de Iλ
par pi# .
ii) La diffe´rentielle du complexe C•(λpi) est l’application pi
#
◦d◦(pi#)−1 .
iii) L’homologie du complexe C•(λ) est un C[X]-module gradue´ de type fini.
En outre, pour tout entier naturel j , le support du j -ie`me groupe d’homologie de
ce complexe est une partie ferme´e de X .
iv) Pour tout entier naturel j , l’image par pi−1 du support du j -ie`me groupe
d’homologie du complexe C•(λ) est le support du j -ie`me groupe d’homologie du
complexe C•(λpi).
De´monstration. i) Soit ϕ dans C[X]⊗CV . L’e´le´ment pi
#(ϕ) appartient a` Kλpi
si et seulement si λ(ϕ◦pi(x))(pi(x)) est nul pour tout x dans X . Puisque pi est un
automorphisme, cela revient a` dire que Kλ contient ϕ ; donc Kλpi est l’image de Kλ
par pi# . L’image de ϕ par le morphisme θλpi est la fonction x 7→ λ(ϕ(x))(pi(x)) sur
X . C’est en particulier l’image de ϕ◦pi−1 par pi# ◦θλ ; donc Iλpi est e´gal a` pi
#(Iλ).
ii) Pour tout v dans V et pour tout ϕ dans C[X], on a
pi# ◦d◦(pi#)−1(ϕ⊗v) = ϕλpi(v) ;
or l’application pi# ◦d◦(pi#)−1 est une de´rivation C[X]-line´aire de l’alge`bre
C[X]⊗C ∧ (V ) ; donc d’apre`s l’unicite´ du prolongement des de´rivations,
pi# ◦d◦(pi#)−1 est la diffe´rentielle du complexe C•(λpi).
iii) Puisque Cj(λ) est nul pour j strictement supe´rieur a` dimV , C•(λ) est
un C[X]-module de type fini car Cj(λ) est un C[X]-module de type fini pour tout
entier j . La diffe´rentielle d e´tant C[X]-line´aire, l’homologie du complexe C•(λ)
est un sous-quotient du C[X]-module C•(λ) ; donc l’homologie du complexe C•(λ)
est un module de type fini. Par suite, pour tout entier naturel j , le j -ie`me groupe
d’homologie Hj(C•(λ)) du complexe C•(λ) est un C[X]-module de type fini. Il en
re´sulte que le support du module Hj(C•(λ)) est ferme´ dans X .
iv) Soient j un entier naturel, Jj et Jj,pi les ide´aux de de´finition dans C[X]
des supports des j -ie`mes groupes d’homologie des complexes C•(λ) et C•(λpi). Si
a est un cycle de degre´ j de C•(λ) et si p est dans Jj , pour m entier naturel assez
grand, pma est un bord de C•(λ) ; donc d’apre`s l’assertion (ii), pi
#(p)mpi#(a) est
un bord de C•(λpi). Il re´sulte alors de cette assertion que Jj,pi contient pi
#(Jj). De
meˆme, Jj contient (pi
#)−1(Jj,pi) ; donc Jj,pi est l’image par pi
# de Jj . Par suite, le
support du j -ie`me groupe d’homologie de C•(λpi) est l’image par pi
−1 du support
du j -ie`me groupe d’homologie de C•(λ).
3.2 Soient W un espace vectoriel et τ une application re´gulie`re de X dans
l’espace des applications line´aires de V dans W .
De´finition 3.3. On appelle complexe canonique associe´ a` τ et on le note
C•(τ) le complexe C•(λ), de´fini en 3.1, ou` λ est l’application line´aire de V dans
C[X ×W ∗] qui a` v associe la fonction (x, w′) 7→ 〈w′, τ(x)(v)〉 .
On rappelle que W ∗ est le dual de W et que l’alge`bre C[X × W ∗] est
canoniquement isomorphe a` l’alge`bre C[X]⊗C S(W ).
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Lemme 3.4. On note Cτ la varie´te´ des ze´ros de Iλ .
i) La varie´te´ Cτ est l’ensemble des e´le´ments (x, w
′) de X×W ∗ qui satisfont
la condition suivante : w′ est orthogonal a` l’image de τ(x).
ii) Le radical de Iλ est l’ensemble des e´le´ments ϕ de C[X] ⊗C S(W ) qui
satisfont la condition suivante : pour tout x dans X , ϕ(x) appartient a` l’ide´al de
S(W ) engendre´ par l’image de τ(x).
iii) Le support de l’homologie du complexe C•(τ) est contenu dans Cτ .
iv) Tout bord du complexe C•(τ) est nul sur Cτ .
De´monstration. i) Par de´finition, Cτ contient (x, w
′) si et seulement si
〈w′, τ(x)(v)〉 est nul pour tout v dans V , d’ou` l’assertion.
ii) Pour tout x dans W , l’ide´al de S(W ) engendre´ par l’image de τ(x) est
l’ide´al de de´finiton de l’orthogonal dans W ∗ de l’image de τ(x) ; donc ϕ appartient
au radical de Iλ si et seulement si pour tout x dans X , ϕ(x) appartient a` l’ide´al
de S(W ) engendre´ par l’image de τ(x).
iii) On note C•(τ) la localisation sur X × W
∗ du complexe C•(τ). Soit
(x, w′) un point de X × W ∗ qui n’est pas dans Cτ . Puisque la forme line´aire
w′ ◦τ(x) n’est pas nulle, il existe un ouvert affine U de X × W ∗ qui contient
(x, w′) et des applications re´gulie`res ϕ1, . . . ,ϕn de U dans V qui satisfont les
conditions suivantes : pour tout (z, z′) dans U , 〈z′, τ(z)(ϕn(z, z
′))〉 est e´gal a` 1
et ϕ1(z, z
′), . . . ,ϕn−1(z, z
′) est une base du noyau de z′ ◦τ(z). On de´signe par C•
l’espaces des sections au dessus de U du complexe C•(τ). Puisque le bord de ϕn
est e´gal a` 1, c est le bord de ϕn∧c pour tout cycle c de C• ; donc C• est acyclique.
Vu l’arbitraire de (x, w′) et de l’ouvert affine U contenant (x, w′), Cτ contient le
support de l’homologie du complexe C•(τ).
iv) L’espace des bords de C•(τ) est contenu dans l’ide´al de
C[X]⊗C S(W )⊗C ∧ (V ) engendre´ par λ(V ), d’ou` l’assertion car λ(V ) engendre
l’ide´al Iλ par de´finition.
4. Complexe canonique d’une alge`bre de Lie re´ductive.
Soit λg l’application line´aire de g dans g⊗C g qui a` l’e´le´ment v associe la
fonction (x, y) 7→ 〈v, [x, y]〉 . On utilise alors les notations de la de´finition 3.1. On
de´signe par Ig l’ide´al de S(g)⊗C S(g) engendre´ par λg(g).
De´finition 4.1. On appelle complexe canonique de l’alge`bre de Lie g le com-
plexe canonique associe´ a` λg au sens de 3.1.
4.1 On note Cg la varie´te´ commutante de g. Par de´finition, Cg est la varie´te´
des ze´ros dans g× g de l’ide´al Ig.
Lemme 4.2. i) Le support de l’homologie du complexe C•(g) est contenu dans
Cg.
ii) Tout bord du complexe C•(g) est nul sur Cg.
De´monstration. Le lemme re´sulte des assertions (iii) et (iv) du lemme 3.4.
4.2 On rappelle que d’apre`s [9], la varie´te´ commutante Cg de g est irre´ductible
et de dimension dimg + rkg.
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The´ore`me 4.3. Le complexe canonique C•(g) de g n’a pas d’homologie en
degre´ strictement supe´rieur a` rkg. En outre, pour tout entier i, infe´rieur a` rkg,
le complexe C•(g) a de l’homologie en degre´ i.
De´monstration. Pour i entier strictement positif, on note Zi(g) l’espace des
cycles de degre´ i du complexe C•(g). Alors pour i entier strictement positif et
strictement infe´rieur a` g, on a un complexe augmente´
0→ Cdim g(g)→ · · · → Ci+1(g)→ Zi(g)→ 0 .
D’apre`s l’assertion (i) du lemme 4.2, le support de l’homologie de ce complexe est
contenu dans Cg ; or la codimension de Cg dans g×g est e´gale a` dimg−rkg et pour
tout entier i strictement positif, Ci(g) est un module libre ; donc d’apre`s l’assertion
(iii) de la proposition 2.2, pour i strictement supe´rieur a` rkg et strictement
infe´rieur a` dimg, le complexe ci-dessus est acyclique. Il en re´sulte que le complexe
C•(g) n’a pas d’homologie en degre´ strictement supe´rieur a` rkg.
Soit Lg le sous-module des e´le´ments ϕ de S(g)⊗C g qui satisfont l’e´galite´
[x, ϕ(x)] = 0 pour tout x dans g. D’apre`s [4](§2), Lg est un module libre de rang
rkg ; donc pour tout entier naturel i, infe´rieur a` rkg, le module ∧ i(Lg) n’est pas
nul. Soient i un entier naturel, infe´rieur a` rkg et ψ un e´le´ment non nul de ∧ i(Lg).
Pour tout ϕ dans Lg, l’application (x, y) 7→ ϕ(x) est un cycle du complexe C•(g) ;
donc l’application (x, y) 7→ ψ(x) est cycle de degre´ i du complexe C•(g). En outre,
ce cycle ne s’annule pas sur Cg car ψ n’est pas nul ; donc d’apre`s l’assertion (ii)
du lemme 4.2, C•(g) a de l’homologie en degre´ i.
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